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L’équation de Boltzmann

Approche statistique d’'un écoulement:

Fluide = ensemble de particules se 0;\0
mouvant a des vitesses c différentes o ’

Formalisme de la physique statistique : \
_ Ludwig Boltzmann

f o f(X, C, t) 1844-1906
Densité de particules ayant une vitesse c au point x et au temps t. ko 3

L’évolution des fonctions de distribution f est régie par
I’équation de Boltzmann:

of  of Fof _(0f
ot Or;  moc;  \ ot

LVDWIG
BOLTZMANN
1844 - 1906

(

ad

coll




€ Cnam L’équation de Boltzmann

école sciences industrielles &
technologies de I'information

of | of R of _ (0f

- C; [

| Ot ox; , ()C-f.' ot coll
Y Y | ' ]
Propagation des Forces Collision entre
particules exterieurs les particules
négligées

En prenant en compte toutes les valeurs de vitesses possibles pour les particules on
peut facilement remarquer le lien entre la densité du fluide et les fonctions de

distribution:

p = fdc Somme de toutes les fonctions de distribution en un point.
R3

De maniére analogue, on a:

pu = / cfdc Vitesse en un point
JR3
1 ) _ 1 2 . , o
pe+ 5P ul® = 5 ic|” fde Energie interne et énergie cinétique
= . IRJ

Ce sont les « moments » des fonctions de distribution
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L’opérateur de collision: Effet statistique des collisions entre particules.

Historiquement Boltzmann défini cet opérateur en considérant les particules comme

des sphere dures et en faisant certaines hypothéses de collision élastiques, il arrive au
résultats:

(%)mn = [ dcs / dS) o(L2)

=> Forme complexe de 'opérateur. Les hypothéses de construction ne permettent
pas la descriptions des gaz denses (méme l’air).... Pas tres adapté a

I'aérodynamique. Par contre, bon pour la description des gaz a faible densité (haute
atmosphere).

c1 — co|[f(cy) fley) — fler) fe2)]

Apres collision Avant collision

Il faut trouver une autre facon de décrire I'effet des collisions.
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(0= Jes ]

« Quel serait la forme des fonctions de distribution qui annule I'opérateur de
collision ? »

« Que se passe-t-il lorsque le gaz est en équilibre thermodynamique (pas de
collision entre particule) ? »

J
(d_{) =0 o) () [(c)) = f4(e)¥(c2)
“/ coll

In f(c}) +Inf(cy) = Infc1) + Infca)

L’équation de Boltzmann

o|[f(c1)f(cy) — fler) f(e2)]

Apres collision Avant collision

On peut montrer que les fonctions de distributions a I'équilibre vérifient une
propriété d’invariant de collision. Elles peuvent alors s’écrire sous la forme:

3;"2
m m
“Ux. e, t) = xXp | — —u)?

C’est la distribution de Maxwell-Boltzmann
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L’équation de Boltzmann

En 1954, Bathnagar Gross et Krook, proposent de définir un opérateur de collision
tres simple traduisant le fait qu'aprés une collision, les particules atteignent un
équilibre en un temps caractéristique lambda. lls définissent alors:

( ﬁ) — — l [ f— fﬂ?] C’est I'opérateur de collision BGK
ot coll A

Dans ces conditions, 'équation de Boltzmann s’écrit:

Jf  of 1

— T G -
ot o \

=T

C’est I’équation de Boltzmann-BGK
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Le Développement de Chapmann Enskog

« Quel est le liens entre I'équation de Boltzmann-BGK et les équations de Navier-Stokes ?»

On peut commencer a répondre en constatant que:

dp  Jdpu,;
df ()f eq | L —
i\ & ) =0
ot dx, dC at | 8:1;7,

J; 3 Equation de continuité

(conservation de la masse)

O f _‘ O f 1 g 0‘01!} ()( p'U-z'_'U-j -+ PZ.?) -
/7?, NEl Tegy = 3 M C dc ) > + o, =0

OF O(u.,-E + u; Py + qi)

of of 1 eq _ B
/723 o o [f " ‘C ‘dc ‘ 0? Ox; =0
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| 9
R;j- = / ((‘:.i — u..,;_)((:.]- — ff-j)fffc (i — 5 / ((-‘—-a: — H--g.) \C — 11\2]( dc
R3 “ 2 JR3

Le Développement de Chapmann Enskog

Probleme: P et g dépendent des fonctions de distributions. On ne peut donc pas calculer
explicitement leur valeur.

Pour ¢ca, Chapman et Enkog propose une technique de fermeture en développant les
fonctions de distribution en terme du nombre de Knundsen.

L AoV Exprime le rapport entre le libre parcourt

£ = — = ———— moyen des particules et une dimension
Knudsen L L caracteristique.
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Le Nombre de

L Le libre parcourt moyen défini la distance
o, A moyenne durant laquelle les particules ne
\ subissent aucune collision
LN »
€ >1 peu d’effet des collisions sur I'obstacle € <1 fort effet des collisions sur I'obstacle

(gaz de faible densité) (gaz dense)
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Le Développement de Chapmann Enskog

—t

On peut faire apparaitre le nombre de 9. f ) r)f 1 e
knudsen dans I'équation de Boltzmann-BGK — +C ) ——[f — f ]
en utilisant des grandeurs sans dimension: d "oz EA

Développement en nombre de Knudsen des fonctions de distribution:

f= f(iil} 4 Ef(l) 4 €2 f(ﬁ)

On peut alors injecter ce développement dans I'équation de Boltzmann-
BGK en gardant les terme d’ordre O et 1 et identifier les termes de méme
ordre en epsilon:

-1. f(U} — fed

Termesen ¢

(0) (0) -
Termesen ¢V - of 1 ,;tr)_f — _iffl}
ot 1) f__)lgt] A
) f U I
Termesen ¢l : of + ,;'-t-_rl_f — __flfz}

f__jt -‘,'__) I .}\



cCcham

école sciences industrielles &

Le Développement de Chapmann Enskog
technologies de I'information

Ainsi a I'odre 0 en epsilon on trouve

| Que I'on peut expliciter puisq’ils dépendent cette
P_g = ] (c;i —u;)(e; —u ) fdc fois de la fonction d’équilibre (qui est connue), on
I R3 trouve:
| ! P = prTs,
QE — 3/ (¢; —u;)|e — u|2feqa'c
R3

@ =0

=> On retrouve les équations d’Euler !

Et a I'odre 1 en epsilon on trouve

On trouve cette fois:

pM=p0 4 E/ (¢; — u;)(e; —uy) fPde W _ 5 du; | Ouy 2 uy,
ij ] L t/\Yg 7 P\ P T t . J _ - T
R 3 —Ter Jx; - dx; Tp? dxy,
1 .
V= +ex | (ci— u;)|e —ul2fWde m_ D+2 orT
i 1 2 RA g& — ] pi‘ T ()1

=> On retrouve les équations de Navier-Stokes en posant:
| ' ité D2 Coeff de diff
| K= Tprl'  Coeff de viscosité K = ———Tpril oeff de diffusivite
2 thermique
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Le Développement de Chapmann Enskog

Conclusion:;

- Les équations d’Euler sont une approximation de I'équation de
Boltzmann-BGK a l'ordre O en nombre de Knudsen.

- Les équations de Navier-Stokes sont une approximation de I'équation de
Boltzmann-BGK a l'ordre 1 en nombre de Knudsen.

Les equations de la mécanique des milieu continues sont valables pour les
faibles nombre de Knudsen
c’est-a-dire
pour les milieu suffisamment denses par rapport a la taille de I’objet étudié.
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Discrétisation de Vitesses

— + ﬂfz% {f Y

But: Résoudre numériquement I'équation de Boltzmann-BGK !

Probléme: Les variables ci représentent les vitesses des particules et varient
dans un espace continue de dimension infini (toutes les valeurs réelles
possibles)

Condition: Il faut donc restreindre I'espace des vitesses a un ensemble discret
et fini !

Comment ?: En utilisant un développement polynomial de la fonction d’équilibre
et une quadrature de Gauss. Il faut donc assurer I'égalité des moments
continues et discrets:

Momentslcontinues Momentidiscrets
. O )
) Nombre de
(’)},-T)[al—ag—l—ag}fﬂ D N [:uf_)n H 2 —> vitesses
a3 req - z a; e discretes
/‘11 cy’ s’ flde = Y I | E o ng(gk) Hy (k)
i o - ;
i=1 \n=0 k=1

1
Solutions de la quadrature de Gauss-Hermite
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Discrétisation de Vitesses

Les vitesses discretes sont donc obtenues en résolvant la quadrature de Gauss. En
pratique, il existe plusieurs solutions entrainant différentes valeurs de H

On obtient toujours HP vitesses discrétes ou D est le nombre de dimensions
d'espace.

v H=5 : Egalité des moments jusqu’a I'ordre 4 => 125 vitesses discrétes qui
dependent de la Température => Non acceptable.

Hypothese isotherme:

v' H=4 : Egalité des moments jusqu’a 'ordre 3 => 64 vitesses mais incompatibilité de
maillage cubique.

v H=3 : Egalité des moments jusqu’a l'ordre 2 => 27 Vitesses mais erreur sur les
moments d’ordre 3:

> O(M?)
Tij = I (?}Hi - dﬁ) B ’Tdmm!j Ok Limitation a I’étude des
dr;  Ox; dxy, écoulements a faible nombre de

Mach (faiblement compressible)
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Discrétisation de Vitesses

Ainsi, dans I'hypothése des ecoulements isothermes faiblement compressibles, on peut
résoudre I'équation de Boltzmann-BGK a vitesses discretes:

0f,  Of, 1 y
Ot +£a,-irri__;[f&_fq]

Ou la fonction d’équilibre s’écrit:

uc, (u.c,)’ ul?

fal(x,t) = pwall + T)  2(rT)2 - 2(rT)

)

Les coefficients dependent du modele choisit.
Les moments se calculent alors facilement de fagon discrete:
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En 3D, on peut montrer que certaines vitesses du modeles a 27 vitesse ne « servent »
a rien. On peut alors utiliser 19 vitesses seulement, c’est le modéle D3Q19 (3

dimensions et 27 vitesses)
o ] Qv ] 2-7 8-19
Les coefficients sont alors donnés par:
(0,0,%1) (0,£1,+1)
. - , ca | (0.0.0) | (0,£1,0) (+1,+1,0)
| o - (+1,0.0) (£1.0,+1)
‘4 > N 1 1 1
. y w' s 1 3 18 36
14 v '’
1 13 Obtention d’'un
(\J 8 réseau cubique de  wmmp 177 = 1/3
0 D3Q19 vitesses:
: 9 o 3,9
[LUx,t) = pwa (1 + 3u.c, + E(u Ca)” — 5 ul”
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df., _' Ifa . Equation de Boltzmann-BGK a vitesses
o + Co 4 —{_.)Ii = _;[fcr — fa ] discretes mais continue en espace et en temps.

Certaines études utilisent les méthodes de discrétisation classiques (schéma en espace et en
temps avec différences finies ou volume finis). Mais on peut remarquer que le membre de
gauche de I'équation est linéaire et représente une équation de propagation. Ainsi on peut utiliser
une discrétisation dans laquelle I'espace et le temps sont couplés, traduisant le fait que les
particules se déplacent a une vitesse caractéristique c. On obtient alors:

At
fa(X +c At .t + At) — fo(x.t) = — ‘/0 [fa(X + cas,t+5) — fUK + cos,t + 5)]ds

couplage \ J

Calcul de l'intégrale avec la méthode des trapéze
+ changement de variable

| At
ga(x. 1) = fa(x.t) + o—(falx, 1) — fo'(x.1))
Equation de Boltzmann sur réseau (LBM pour Lattice Boltzmann Method)

At

g

Ja(X + CalAt T 4+ At) = ga(x, 1) — —[ga(x, 1) — gi(x,1)] + O(AL’)

1
Ty =T+ 5 et g = f*
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Discrétisation de I’espace et du temps

At

g

Ja(X 4+ ALt + Al) = go(x. 1) — —[ga(x,1) — ¢°9(x.1)] + O(AL?)

En pratique, la LBM fixe un certain nombre de A11
parametres :

v' Lavitesse du son lié au réseau s’exprime sous la

forme: _ — 1
co=VrT =

V3
v' Le fluide simulé posséde donc un coefficient gamma
égale a l'unité. Ceci n’est pas tres restrictif sous les

hypotheses de faible compressibilite La LBM impose (par construction un
maillage structuré uniforme) carré
en 2D ou cubique en 3D
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Discrétisation de I’espace et du temps

L’algorithme de la LBM s’écrit alors sous la forme:

s 8 1 8 . 8
.gl’_'li (2 —I_ CCE‘.t —I_ 1) — .gfl(?". t) o F(gf_’lﬁ (?". t) o gfﬁgq (?"‘. t)) e 'O
I'g /

On choisit de faire une simulation dans un domaine L comportant Nx mailles
d'un fluide de viscosité donnée nu. La vitesse du son est également fixé a cO.

On a donc: e |
r——————————— = ' Ax
I T, : I At = \/§ :
o ! : ‘
: Ar = N I Permet de calculer : 0 I
: AN | : l
. : ) | :
I e
: co = (T,AI' Ajﬂ[ : | R vy 3 N 1 :
At AtvV3 I = —
| . g _ ‘
SR L____DQro__2 !
Fixe
' Le CFL i At AT 1 _
constant etvauts o CFL = cor = G = G = —= ~ 0.577
. Ax _ r \/g
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Modeles de collision modernes

En pratique, le modéle BGK n’est pas utilisé pour les écoulements a hauts
Reynolds car il souffre d’instabilité (Peu dissipatif).

Aujourd’hui de nombreux modeles de collision existent et permettent de
circonvenir aux problemes inhérents a BGK:

* Modele MRT (2000): Chague moment est relaxé a I'équilibre par un temps
caractéristique propre. La collision se fait alors dans I'espace des moments.

* Techniques de Régularisation (2011) basées sur une renormalisation de
I'équilibre a chaque itérations.

* Moment centraux (2013): Translation des moments par rapport au reférentiel
du mouvement moyen.

* Cumulant (2016): Définition non linéaire des moments (cumulants). Chaque
moments est définie par rapport aux ordres inferieurs.
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Algorithme générale:

1.

2. Initialisation des fonctions de distributions:

.gf}: = féq
3. Boucle temporelle

Boucle sur I’'espace et sur les alpha

Discrétisation de I’espace et du temps

Initialisation du domaine physique (rho et u) et calcul des fonctions d’équilibre.

- | 1 |
ol + @t +1) = gali.1) = = (0a(i.1) -
g

eq

-gl’_'l;'

(i.1))

Calcul des conditions aux limites

p= fa
Calcul des nouvelles variables &
macroscopiques

pu = Z Cafa

(a3

Calcul dela nouvelle fonction
d’équilibre:

fo(x,t) = pwa (1 + 3u.c, +

9

> (u.ca.)"

P
2
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Les principales étapes de I'algorithme LBM sont la collision et la
propagation:

Exemple avec 4 vitesses: ..
lteration n

Toutes les grandeurs sont connues
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Propagation

Exemple avec 4 vitesses: ..
lteration n+1

v

Propagation des fonctions sur les mailles voisines
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Collision
Exemple avec 4 vitesses: ..
lteration n+1
A
A
<€ <€ > —>
Y
v

Calcul de l'opérateur de collision en chaque point => Les nouvelles fonctions de distributions sont connues
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paroi

Conditions aux limites

Aux frontieres du domaine de calcul (paroi, entrée, sortie...)
certaines fonctions de distribution sont inconnues.

)

paroi
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Conditions aux limites

Aux frontieres du domaine de calcul (paroi, entrée, sortie...)
certaines fonctions de distribution sont inconnues.

paroi

v
-

\
? Y N v IN

paroi
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Plusieurs techniques sont utilisées:

Conditions aux limites

1 — On remplace les fonctions inconnues par leur symétrique a la paroi

avant la collision (Bounce-back method):

S
3 ....... > 1
v ooa
7 4 8
|

Rebond sans frottement:

)

1'=3
5'=6
8'=7

J

s § s
3 ....... > 1
v ooa
7 4 8
|

Rebond avec frottement:

1'=3
o5'=7
8'=6
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2 — Techniques utilisant une fonction d’équilibre modifiée a la paroi:

- On prend une valeur particuliere de taug=1 a la paroi:

R . 1 . ) AN .
Jali+ ot +1) = gali, 1) — =(gali,t) — gl(i 1)) _ Ga(i 4+ ot +1) = g52(i, 1))

/
q -~
Ty=1

- Pour gue le schéma reste juste, on défini une nouvelle
fonction d’équilibre a la paroi prenant en compte les gradients
amonts.
el : o Ouy o Oy,
ggq (,‘_I.._ f) — g;q + Ep(jr a(.fa.jg'_(.fa_j?rj + .SQE)

-On calcul les coefficients des cette nouvelles fonction
d’équilibre grace a I'égalité des moments.

- On calcul la nouvelle fonction d’équilibre en fixant par exemple
une vitesse nulle a la paroi.
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Conditions aux limites

3 — Techniques type immersed-boundary:
On ajoute un terme dit de « forcage » a l'equation de Boltzmann:
of

1 [
E+e-vxf+F.V’ef=;(ff q}_f)

Avec: (Guo et al. 2002)

| e—u e€-u
FI-:(I——){U;[ 3 + — €
c

- fip
A

& A} /
s ] = m] 4 A
a7 O Ly T

Le terme de forcage est calculé en fonction de la ‘*\x T

condition au limite a imposer et appliqgué au points voisins P

de la paroi. ,é’{ Aot
/L;{f ______ 1_(.__). _____ FARY
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Raffinement des maillages

Les maillages LBM sont toujours structurés et utilisent souvent le raffinement en octree:

Principe:

v' Diviser une zone en 4 zones égales (en
2D) ou 8 zones (en 3D).

v' Deux zones adjacentes ont un rapport
de taille 2 au maximum.
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Raffinement des maillages
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Raffinement des maillages

En pratigue, on utlise des « Zones de Element Size LaBS (mm)
résolutions » imbriquées les unes dans les
autres en divisant la taille de maille par deux
d’'une zone a l'autre jusqu’a obtenir la zone de
proche paroi qui possede les plus petites
mailles (et donc le plus grand nombre de
maille).




Ecndam Synthese et propriétées genérales

technologies de I'information

Avantages

1. La LBM est d’ordre 2 en espace et en temps.

2. La LBM est un algorithme trés rapide et tres locale tres facile a paralléliser.

3. Une seule équation générale permet de décrire I'évolution de toutes les
grandeurs macroscopiques => Rapidité de calcul

4. Le schéma LBM est compressible et tres peu dissipatif donc permet l'étude des
phénomeénes acoustiques et aéroacoustiques.

5. Les maillages sont structurés et uniforme donc simple a construire.

— |nconvénients

1. Etant faiblement dissipative, la LBM peut étre instable et particulierement lorsque
le parametre taug est proche de 0.5 (cela correspond a une faible viscosite). En
pratique certaines techniques permettent de stabiliser la méthode.

2. La LBM est limitée aux ecoulements a faible nombre de Mach (<0.3) et
isotherme.
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Les codes industriels de la LBM:

— ? DASSAULT

PowerFlow P susteries

Products Services Company Contact

Exa PowerFLOW:
Making beautiful cars
more efficient

learn more

18" Code Industriel créer en 1995 par la société EXA basée a Lexington (MA-USA) et
racheté par Dassault-Systeme en 2016.
Trés utilisé par I'industrie Automobile (Ford, Audi, Peugeot,....)
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Les codes industriels de la LBM:

AL ProLB

Combining performance with accuracy

PRODUCTS

LICENSING AND SERVICES

TECHNOLOGY . . . . -
ProLB: high-fidelity CFD in exceptional turnaround
RESEARCH AND times
DEVELOPMENT
ProLB is an innovative Computational Fluid Dynamics (CFD) software solution. Based on the Lattice-Boltzmann method, its

SUPPORT CENTER

successfully-validated solver performs inherently transient simulations of highly complex flows with a competitive
CONTACT US turnaround time. ProLB's accurate aerodynamic and aeroacoustic modeling allows engineers to make early design

decisions that optimize and shorten the product development process.

Code créé en 2010 par des industriels et universitaires Francais @ @ ARBUS &S

sous l'impulsion de Renault en collaboration avec Airbus, UPMC,
CNRS et ENS. Il est aujourd’hui commercialisé par la société CS. uPme @ ==

— - —
ESQELYON
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Travaux pratiques:

Les Travaux Pratiques sont sous forme de Notebook Jupyter. Les fichiers
notebook sont a télécharger sur le moddle du cours. (fichier .ipynb)

Le principal avantage des notebooks est qu'ils peuvent contenir plusieurs
type de contenu comme du python, du latex, du html.
Les compte-rendus de TP peuvent donc étre redigé sous forme de notebook
(fichier .ipynb, .pdf ou html).

= Ju pyter LBM Pulse Notebook Last Checkpoint: an hour ago (autosaved) e

B+ % & B 4 ¥ HE C Code f = | Cellfoolbar | lal
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Etude d'un pulse de Pression
éléments de correction
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In [1]; |#Import des modules utiles
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import time

#Pour les animations
from matplotlib import animation
from JSAnimation.IPython_display import display_animation

“matplotlib inline

On se propose dans se TP de simuler numériquement 1'apparition des franges d'interférences en
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Travaux pratiques:

TP1: Le Pulse de Pression

>N

Programmation du modele D2Q4 pour la simulation d'un
pulse de pression et comparaison avec solution
analytique.
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TP2: Les fentes d’Young.

: X : : 2
Programmation du modele D2Q4 pour la simulation du A
reseau d’interférences issue des fentes d’Young.
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Travaux pratiques:

TP3: Le cylindre carré.

6 % 5
Programmation du modele D2Q9 pour la simulation d’'un
écoulement autour d'un cylindre carré.
3 € ->1
Reynolds=34.64D
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